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Editorial. 


Cumpliendo con el compromiso adquirido por la Universidad Centro 
de Altos Estudios en Ciencias Exactas —CAECE-— respecto de la frecuen- 
cia de publicación de Elementos de Matemática, se distribuye el N° 2 
de la misma, correspondiente al mes de diciembre de 1986. Los números 
3,4, 5 y 6 aparecerán en los meses de marzo, junio, setiembre y diciem- 
bre de 1987, respectivamente. 


La Dirección de la Revista desea expresar en primer término el más 
sincero agradecimiento a los distinguidos colegas por la calurosa recep- 
ción otorgada al N° 1 de la revista, materializada por diversos caminos y 
muy especialmente por el número de suscripciones formalizadas hasta 
ahora. Si bien todo ello nos reconforta y nos anima a intensificar la mo- 
desta labor hasta ahora desarrollada, desearíamos se fueran cumpliendo 
los deseos formulados en el primer editorial, respecto a la participación 
de los señores profesores en todos los aspectos que respondan a sus in- 
tereses, se encuentren o no todavía contemplados en los contenidos 
presentados. No cometeremos la torpeza de negar que el elogio satisfa- 
ce pero además, o en su lugar, aspiramos a conocer las críticas que me- 
rece nuestro trabajo así como todo tipo de sugerencias que concierten 
las expectativas de todos. 


En este número, respetando también lo anticipado en el N° 1, se pre- 
senta: 


1.1 La segunda y última parte del trabajo del Prof. Jorge E. Bosch 
sobre Angulos en la Enseñanza Secundaria. 


1.2 La primera parte de un importantísimo trabajo del Dr. César 
E. Trejo sobre Estructuración de la Geometría mediante Trans- 
formaciones, cuyo enunciado ha de despertar seguramente el 
interés de los colegas. Este trabajo se completará de ser posi- 
ble —por su extensión— en el número de marzo. 


ho 


Las secciones fijas consideradas en el primer número, encuen- 
tran también espacio en éste. Respecto de la Sección: Los Pro- 
blemas en el Aula, se introduce una nueva presentación que de 
encontrar eco en los docentes se mantendrá en los subsiguien- 
tes con los ajustes que se desee proponer. 


En lugar de un listado de problemas seguido por las correspon- 
dientes resoluciones, se presenta el listado y se discuten dos pro- 
blemas según las sugerencias de G. Polya, para ejemplificar el 
método heurístico. De alguno de los restantes se “sugieren” re- 
comendaciones que llevan a su solución. Para estos problemas 
como para aquellos que sólo se enuncian, desearíamos recibir 
soluciones detalladas que respetaran el método enunciado, com- 
prometiéndose esta Dirección a publicar —naturalmente con 
mención expresa del autor— las soluciones interesantes que se 
reciban. 


La segunda parte del estudio realizado por el ICMI sobre influencia de 
las computadores y la informática en la Matemática y su enseñanza se 
publicará en el N? 3. 


Por último se anticipa que en el número de marzo se explicitará una 
nueva actividad que probablemente se bautizará con el nombre de: 
Dialogando con el Autor y que consistirá en reuniones personales de los 
lectores con los autores que publican en la revista, según un cronogra- 
ma a publicar en el número mencionado. 


Estructuración de la geometría 
mediante transformaciones 


César A. Trejo 


$ 1. INTRODUCCION 


1.1 En geometría plana, llamando, r al conjunto de los puntos del 
plano, las transformaciones puntuales son funciones dem en «w . Nos 
proponemos mostrar cómo, mediante el uso sistemático de tales funcio- 
nes, es posible estructurar la geometría plana elemental, de manera senci- 
lla y a la vez sólida y coherente. 


Precisamente al estudiar relaciones entre figuras como las de congruen- 
cia (8.1)*y de semejanza (9.2) apreciaremos la importancia y el alcance 


de la afirmación siguiente: 


Estas seís funciones son /as únicas necesarias para el estudio de la geo- 
metría plana elemental, disciplina que así adquiere una estructuración de 
gran coherencia y sencillez. 

| Veremos, en efecto, que cabe considerar dos pilares básicos para la es- 

| tructuración de la geometría. 

El primero es el carácter fundacional del paralelismo y la perpendicula- 
ridad. 

El segundo es la constatación de que el paralelismo es más básico y 
conceptualmente más sencillo. Asimismo, permite por sí solo una elabo- 
ración considerable de la geometría, antes de introducir la perpendicula- 
ridad, esencialmente más elaborada y de mayor complejidad conceptual. 


* Después de esta introducción ubicamos un índice de todo el artículo, que aparecerá en 2 ó 3 
números de la Revista, y una lista de libros y artículos citados. Referencias como 3, 8.1, 
6.3.2, manda al Indice y referencias como 11 21, a la Bibliografía. 


Este segundo pilar se pone de resalto al tipificar en 4.5, llamándolas 
afínes, las transformaciones y propiedades geométricas definibles con la 
incidencia y el paralelismo solamente, y al distinguirlas y separarlas de las 
transformaciones y propiedades métricas, para cuyo estudio se requiere 
el concepto de perpendicularidad. 


1.3 En 1.1 hemos señalado como meta "la estructuración de la geo- 
metría de manera sencilla y a la vez sólida y coherente”. 

Nos referiremos con detalle a las cualidades que acabamos de destacar, 
porque son las que consideramos más valiosas. 


1.3.1 Además de eficacia por el uso de procedimientos operativos y 
constructivos (ver 9.2.5) se logra sencillez y coherencia al seguir cauces 
de naturalidad matemática. 


a : 

1.3.2 La coherencia, que no debe confundirse con el rigor matemáti- 
co, es mucho más importante que éste. Más aún, la coherencia interna es 
indispensable mientras que el rigor matemático corresponde al llamado 
GRADO de formalización, y en efecto debe graduarse. Esto debe hacerse 
con prudencia, según el GRADO de comprensión y de aceptación del 
alumno, muy variable según su edad y madurez, y aún según su interés, 


Tanto la pretensión de formalización extrema como la imprecisión son 
extremos que anulan toda posibilidad de asimilación. 


La graduación del rigor y la necesidad de la coherencia interna son temas de gran importan- 
cia didáctica, por lo que agregamos algunas consideraciones. 

a. El rigor matemático mínimo está en la precisión del lenguaje. A partir de aquí todo au- 
mento debe hacerse con cautela para asegurar la comprensión, pues un enfoque más formali- 
zado obliga a considerar aspectos más sutiles. Por ejemplo, en 6.3.2 una exposición más ly 
muy) formalizada obligaría a demostrar el hecho (intuitivamente evidente) de que la distin- 
ción entre congruencias directa e inversa es EFECTIVA, es decir, que una congruencia ex- 
presable con un número par de simetrías ortogonales no puede expresarse a la vez con un núme- 
ro impar de simetrías ortogonales. 


b. Sobre la coherencia interna y un extendido perjuicio sobre ella, repitamos lo que hemos 
dicho en 5] con referencia a planes y programas: “Sería redundante señalar la distancia que me- 
dia entre una mera indicación de contenidos y la estructuración de un programa orgánico. En esta 
última tarea son esenciales dos aspectos: por una parte, el análisis de la coherencia interna, condi- 
ción primordial e ineludible en todo plan de estudios de matemática, y por otra parte, el estudio 
de los medios metodológicos y didácticos idóneos para asegurar un aprendizaje adecuado. Curio- 
samente estos dos aspectos se suelen presentar como antagónicos, cuando es obvio que se comple- 
mentan y se apoyan mutuamente. Esto se debe a que con harta frecuencia se considera uno solo 
de ellos ignorando el otro; para evitarlo es necesaria ta colaboración de matemáticos profesionales 
y didactas.'* 


c. Toda exposición medianamente formalizada debe estar precedida por. actividades ambien- 
tantes o pre-matemáticas, seguidas (ver 7.1) por actividades matemáticas auténticas. Y entre éstas 
cabe incluir como experiencia básica de realización lenta y progresiva la gradual toma de concien- 
cía de que se está asimilando un todo, con coherencia, unidad y orden. Sobre estos temas es muy 
orientador el artículo de P. Hilton [3]. 


1.4 El tema de este artículo es tan amplio que su desarrollo detenido 
excedería una extensión razonable. Por eso, sobre todo en sectores de 
“equipamiento instrumental” o bien incluidos para fijar notaciones y 
nombres, adoptamos un estilo dogmático, limitándonos a lo estrictamen- 
te necesario para construir un esquema conceptual en el cual todo profe- 
sor pueda ubicar una enseñanza viva y adecuada a sus alumnos. El artícu- 
lo quedará autocontenido en lo esencial, y al lector le bastará recurrir a 
nuestro breve libro [5] para compensar ese esquematismo. 


1.5 No abordamos aquí algunos temas conexos entre los cuales los 
más importantes son: la estrecha vinculación de la geometría con el álge- 
bra lineal, y el desarrollo explícito del llamado 
sobre el ordenamiento de la geometría mediante grupos de transforma- 
ciones, aunque el lector advertirá que 
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$ 2. RELACIONES DE EQUIVALENCIA. PARALELISMO 


2.1 Relaciones de equivalencia. La igualdad de conjuntos. 
2.1.1 DEFINICION. Una relación R en un conjunto A [o sea, de A en A) 
se llama relación de equivalencia sí es: 


reflexiva: acA=>aR a 
simétrica: aRb=>bRa 
y transitiva: laRbybRc)>aRc. 


2.1.1 IGUALDAD DE CONJUNTOS 

Designemos con C la inclusión en sentido amplio, A CB significa que 
todo elemento de A es elemento de B, y entonces todo conjunto está in- 
cluido en sí mismo: ACA. 

DEFINICION. Se dice que el conjunto A es igual a/ conjunto B, y se 
anota A = B, si se verifican las dos inclusiones siguientes: 

ACB, BCA. (1) 

La definición precedente expresa que A = B si y sólo si A y B tienen 
los mismos elementos. En otras palabras: un conjunto está determinado 
por sus elementos. 


2.1.3 Euclides llamaba iguales a las figuras a la vez congruentes y liga- 
das a alguna “medida”. Estamos tan acostumbrados a este lenguaje que 
seguimos usándolo aún después de “adoptar” la definición de 2.1.2. Esta 
inconsecuencia hace que el alumno ya no pueda confiar en que si A y B 
son conjuntos la igualdad A = B significa que ACB y B CA. 


Este lenguaje conduce a que rectas r, s (fig. 1), que son iguales: r=s, puesrCs y sCr nose 
llamen iguales (se usan palabras como “coincidente”, “superpuestas”, etc.), y para “estos” con- 


D C 


A B 


Fig. 1 Fig. 2 


juntos no se escribe r=s (aunqueesrCsysC r), sino.r = s.. Por otra parte, dos segmentos AB 
y CD lados opuestos de un paralelogramo (fig. 2), que no son iguales, AB = CD, pues ni 
AB CCDniCDCAB, se llaman “iguales”, lo mismo que dos segmentos congruentes cualesquiera. 


Por añadidura, este lenguaje origina confusiones con la congruencia de figuras (que son conjun- 
tos) que estudiaremos en $8. 

En el plano de las generalidades se acepta sin inconvenientes la definición de 2.1.2, pero si lo 
hacemos debemos recordar mil ““reglas'* misteriosas como ésta, válida para segmentos y rectas: 
Dos segmentos congruentes AB y CD se llaman iguales {aunque no sea AB CCD ni CD CAB), 
y rectas r, s (que son siempre congruentes) nunca se llaman iguales (ni siquiera cuando r Cs y 
sCr, fig. 1). 


2.2 Rectas secantes 


DEFINICION. La recta r se llama secante a la recta s si la ¿ntersección 
rN ses un conjunto unitario. 

Puesto quer N s = sN r, si r es secante a s, entonces s es secante a r, 
En tal caso se dice indistintamente: r es secante con s, s es secante con r, 
r y s son secantes (sobreentendiendo “entre sí”); y el único punto P de la 
intersección r N s = { P} se llama punto de intersección lo por abuso de 


lenguaje intersección”) de r y s. 


2.3 Paralelismo de rectas en el plano 


2.3.1 DEFINICION. Se dice que la recta a es paralela a /a recta b, y se 
escribe a ll b, si y sólo si a no es secante a b: 


a lb a no es secante a b. (2) 
O sea (2.2): a lb a Nb noes un conjunto unitario. 


2.3.2 De esta definición resulta que toda recta es paralela a sí misma, 
O sea: 


a=b =» alb (3) 


2.3.3 El paralelismo de rectas es una relación de equivalencia en el 
conjunto de todas las rectas del plano. Es decir, tiene las propiedades: 
alla alb=>bla y flalbyblc)=>alc. 


2.3.4 El paralelismo en sentido amplio definido en 2.3.1, que incluye 
la igualdad, es decir tal que vale la implicación (3), es mucho más impor- 
tante y útil que el paralelismo en sentido restringido o paralelismo dis- 
junto (rectas paralelas = disjuntas), que sólo sobrevive por anacrónico 
apego a la costumbre. En particular, el paralelismo restringido no es una 
relación de equivalencia. 


2.4 Los cinco paralelismos de Ja geometría elemental 


En geometría plana hay un solo paralelismo, el definido en 2,3.1, pero en la geometría del es- 
pacio hay cuatro paralelismos, a saber: paralelismo de rectas, paralelismo de planos, paralelismo 
de recta a plano, y la relación inversa de esta última: paralelismo de plano a recta. Los dos pri- 
meros son relaciones de equivalencia, no así los dos últimos que no son relaciones en un conjun- 
to, sino de un conjunto en otro. 

En la geometría elemental hay, pues, cinco paralelismos diferentes. Se indican todos ellos por 
el mismo símbolo: Il. Este "abuso de notación” es muy conveniente pues el contexto elimina to- 
da posibilidad de confusión, y se evita la proliferación inútil de símbolos diferentes. Por otra par- 
te, en una etapa más avanzada estos cinco paralelismos reaparecen como casos particulares de un 
único concepto de paralelismo de variedades lineales: Dos variedades lineales se llaman paralelas 
si son disjuntas o bien una (al menos) de ellas está incluida en la otra. 


$ 3. VECTORES FIJOS. EQUIPOLENCIA. OPERACIONES 


3.1 Vectores fijos 


Es 

DEFINICION. L/amaremos vector fijo [o simplemente vector) AB o 
(AB) a un par ordenado de puntos, A y B, llamados origen y punta de/ 
vector respectivamente. 

Para señalar un vector no basta, pues, dar estos puntos: hay que decir 
cuál de ellos es el origen y cuál la punta. Toda ambigúedad desaparece al 
representar el vector por una flecha, rectilínea o no, que va desde el ori- 
gen hasta la punta (fig. 3). Si origen y punta coinciden, en cuyo caso 


E E E 


e —> -, -> 
Vectores AB y CD Vectores nulos AAy CC 


Fig. 3 


el vector se Ilama nulo, puede omitirse el sentido reemplazando la flecha 
por un lazo. 
3.2 Equipolencia de vectores fijos 


— —» 
3.2.1 DEFINICION. Dos vectores AA' y BB' se llaman equipolentes, y 
se indica AA’ ~ BB? si se presenta uno de estos casos (fig. 4): 


TR a S € E 
Q Aae ATT 
B=B' y ze eS \ Pi ` 
Pa ? Y y ` 
A=A Z AA Lu A 
A=B A ER A B B 


— -— 
Fig. 4. Los cuatro casos de equipolencia: AA' ~ BB’ 


1) Es AN = BB, es deci, A =B y A'=B'; 

2) AA' y BB' son vectores nulos, es decir, A = A' y B = B'; 

3) Las rectas AA' y BB' son distintas y AA'B'B es un paralelogramo; 

4) Las rectas AA' y BB' coinciden y los vectores AA' y BB'son ambos 
equipolentes a un tercer vector CC' de recta CC' distinta. 


3.2.2 La equipolencia de vectores es una relación de equivalencia 
(2.1.1). 


3.2.3. La definición de equipolencia y la construcción de un vector 
equipolente a uno dado, se hacen usando solamente la incidencia y el pa- 
ralelismo. Por eso definir la equipolencia (como suele hacerse) usando 
conceptos métricos, esencialmente más elaborados y además innecesarios 
aquí, es desordenar y complicar inútilmente, 


3.3 Operaciones con vectores 


p Las llamadas operaciones lineales con vectores, a saber, suma de vecto- 
res de origen común y multiplicación por un número real, pueden defi- 
nirse y efectuarse mediante la equipolencia de vectores. 


— — 
3.3.1 La suma OA + OB de dos vectores del conjunto Vy de los vec- 
tores de origen O, se define como el vector OC tal que AC ~OB. 


d YU! Sg 
x 


2 A 
¡OA E a am 
B A 
— > -> > o 
Fig 5.0C = OA + OB pues AC ~ OB (dos casos) 
La figura 5 ilustra dos casos en que se aplicó esta definición para cons- 
truir el vector OC = OA + OB. 


3.3.2 La explicación detenida acerca de cómo se puede definir y cons- 
truir el producto A OA de un número real h por un vector OA conduci- 
ría a un desarrollo elemental pero muy extenso pues deben considerarse 
sucesivamente los casos en que el número 4 es natural, entero, racional o 
irracional. Por esta razón nos limitamos a ilustrar algunos casos en la figu- 
ra 6, y remitimos al lector a [4]. 


¡e 
D O A B C B C A 
=} > > > > —+ -> > > 
s OB = 2 oA, OC = 3 OA, OD = (--1) OA OBa T OA, OG A 
=3 =24 


3.4 Las propiedades fundamentales 
Las operaciones definidas en 3.3 verifican las propiedades siguientes: 
3.4.1 El conjunto Vo es un grupo conmutativo son respecto a le sis- 


ma de vectores. =y 
El elemento neutro de este grupo es el vector nulo OO. 


3.4.2 La muntíplicación de un número real por un vector de Vo tiene 
estas propiedades: 


— _— 
a. Asociativa combinada: h (k OA)=h fk OA) (1) 
b. Modular: 1 OA = OA 


3.4.3 Las operaciones de suma de vectores y de multiplicación de un 
número por un vector están relacionadas por estas propiedades: 


a. Distributiva: h (OA + 08) = =h OA + h 08 (3) 
b. Distributiva combinada: 
— > — 
(h + k) OA=h OA + k OA (4) 


3.4.4 La fórmula (1) aparenta expresar una propiedad asociativa debi- 
do a que se indican de igual modo dos operaciones diferentes. La multi- 
plicación de números y la de número por vector. Para asignarle un nom- 
bre hemos usado el calificativo ''combinada””. Asimismo en (4) el mismo 
símbolo + indica en ambos miembros dos operaciones diferentes: suma 
de números y suma de vectores. ; 


3.4.5 Las propiedades enunciadas en 3.4.1 a 3.4.3 no se han reunido 
caprichosamente. Son las que caracterizan los llamados espacios vecto- 
riales. La estructura de espacio vectorial, puramente algebraica pero de 
fuerte motivación geométrica, es la base del á/gebra lineal, disciplina que 
da valiosas pautas de ordenación a la geometría. 


8 4. TRANSFORMACIONES PUNTUALES. EL GRUPO AFIN 


4.1 Transformaciones puntuales. Paso a las partes 


4.1.1 DEFINICION. £L/amaremos transformación puntual de/ plano m 
a toda biyección de t sobre rr, o sea, a toda función biyectiva 


T:T> "5. (1) 


4.1.2 Para cada punto P perteneciente a m , el punto P’ = T(P) se llama 
transformado de P por T. 


4.1.3 Sea F = (P, O, R! un conjunto formado por tres puntos del 
plano. Si aplicamos a estos puntos una transformación T, los puntos 
transformados 


= T(P) Q = OL R' = T(R) 
forman un nuevo conjunto 
= fP a, R} = T(P), TO), TIR)) (2) 
Esto sugiere pasar de una transformación de puntos a una transforma- 
ción de conjuntos. Lo haremos mediante la definición siguiente: 


DEFINICION. Dada una transformación puntual T, se llama transforma- 
da de una figura F por T, y se designa por T(F), la figura formada por los 
transformados (4.1.2) de los puntos de F: 


ÍT(F) = ( Pp" = T(P) con P € F] (3) 


Notemos que la T del primer miembro de (3) indica otra transforma- 
ción, no de puntos sino de figuras, que es habitual y cómodo designar 
con la misma letra. 


subcon- 
juntos o partes del plano uN paso al conjunto de partes o paso a 


4.2 La traslación 
4.2.1 DEFINICION. La traslación T que asigna al punto A el punto 
A' = T(A) es la transformación , puntual que asigna a cada punto P el 


UNICO punto P' tal que PP" ~ AA, 
La figura 7 indica cómo se determina P’ si P está fuera de la recta AA”, 


pa ' , I~ 

Pd T r ; aa 7 hi 

/ f / RO a 
Fig, 7. 7 sJ A Loeil, KA 
? A T ATA PT 


o si está en ella. 


4.2.2 Las traslaciones forman un grupo conmutativo T* respecto de 
la composición de funciones. El elemento neutro de este grupo es la tras- 


lación idéntica | que asigna a cada punto el mismo punto: IP) = P. 
O sea, para toda traslación T es 
Tol=1lo0oT=T (4) 


4.2.3 Para hacer que el alumno trabaje con traslaciones se deben des- 
tacar estos dos aspectos con proyección general: 


1. El concepto general de transformación puntual. Debe destacarse al 
alumno el aspecto funcional, llevándolo a distinguir entre la traslación 
como movimiento físico y como correspondencia o asignación, o sea, 
función. Si bien esta última nace de la idea intuitiva de movimiento físi- 
co, el carácter distintivo es que se la define geométricamente (mediante 
la equipolencia). 


2. El álgebra de la composición de funciones. El manejo algebraico de 
las traslaciones implica un considerable grado de abstracción y por tanto 
debe introducirse muy gradualmente, apoyándolo en actividades de mo- 
vimientos físicos, en similitudes con el álgebra de los números, y otras. 


4.2.4 Con referencia al grupo T*(4.2.2), no explicitaremos al alumno 
el concepto general de grupo hasta que no haya razón para ello, ejemplos 
variados y motivaciones fuertes. Pero lo tendremos presente como guía 
subyacente para destacar como propiedades fundamentales de las trasla- 
ciones, precisamente las que caracterizan la estructura de grupo, y no dar 
una mera /ísta de propiedades (como por ejemplo: si una traslación deja 
fijo un punto, deja fijos a todos). 


4.3 La simetría paralela 


4.3.1 DEFINICION. Sean e y r dos rectas secantes. La simetría paralela 
S,,: T> TT de ejee y paralelamente a r es la transformación puntual 
que asigna a cada punto P el UNICO punto P' = S, . (P) tal que (fig. 8): 
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> -> 
PP' II r, e N PP = (Po) y PPo ~ PoP (5) 


Fig. 8, 


4.3.2 Notemos que si es S, , (P) = P’, entonces es también S, , (P*) = P. 
O sea: S, , (S, . (P)) = P cualquiera que sea el punto P. En otras palabras, 
la composición de S, , consigo misma da como resultado la transforma- 
ción idéntica l, que asigna a cada punto el mismo punto: 


So y So, =1, (6) 
Componiendo ambos miembros de (6) con la transformación inversa 
So” se llega a la igualdad equivalente 
S, r e y 1 (7) 
o sea, toda simetría paralela coincide con su inversa. La igualdad (6) 
y su equivalente (7) se expresan diciendo que /a simetría es una trans- 
formación involutoria. 


4.4 La homotecia 
4.4,1 DEFINICION. Sea r un número real distinto de cero. La homote- 
cia Ho, de centro O y razón r es la transformación puntual que asigna 
a cada punto P el único punto P' = Ho, (P) tal que OP’ = r OP. O sea 
(fig. 9): 
—> e 
Pp! = Ho, (PI>0P"=r OP. (8) 


Fig. 9 
Homotecias 


Ho, 


r= —1 (simetría central) 


(fig. 
92A): 


Dada una figura F, por paso a las partes (4.1.3) se define la figura F' = Ho. (4) llamada 


figura simétrica de F con respecto al punto O (fig. 9, 2a), y si ésta coincide con la figura dada 
F se dice que O es un centro de simetría de la figura F. 


Ejemplos. El centro de un circulo es centro de simetría de éste; lo mismo para una circunfe- 
rencia, una elipse, una hipérbola, un polígono regular si y sólo si el número de sus lados es par. 
Un punto cualquiera. de una recta es centro de simetría de ésta. 


4.5 La geometría afín y el grupo afín 


4.5.1 Las transformaciones y relaciones geométricas definibles me- 
diante la incidencia y el paralelismo se llaman afines y su estudio es el 
objeto de la geometría afín (mejor "etapa afín de la geometría” para 
el alumno, para quien la geometría es una sola y se la expone en eta- 
pas). 

La traslación y la simetría paralela son transformaciones afines pues 
se definen y construyen mediante la equipolencia de vectores, relación 
afín o sea expresable con incidencia y paralelismo (ver 3.2.3). 

También lo es la homotecia (y por tanto la simetría central), pues 
dados el vector OP y el número r, la construcción del vector OP”, y por 
tanto la determinación del punto P' = Ho; (P), se efectúa utilizando 
la equipolencia. 


4.5.2 Así como el conjunto T*de las traslaciones forma un grupo 
(T, o) respecto de la composición (4.2.2), otro tanto ocurre con el con- 
junto Q” de todas las transformaciones afines. El grupo (Qf o) se llama 
grupo afín, y puesta que las traslaciones son transformaciones afines es 
T Z 0% osea: el grupo de las traslaciones es un subgrupo del grupo afín. 


4.5.3 Las propiedades afines son invariantes respecto de las trans- 
formaciones del grupo afin, o invariantes del grupo afin. Por ejemplo, 
si una recta r es paralela a una recta s y A es una transformación afín, 
las rectas transformadas A (r) y A (s) son paralelas: 

rilis =A (r) IA (s). (9) 

Se expresa (9) diciendo que toda transformación afin conserva el 

paralelismo. 


Propuestas Didácticas. 


Lic. Lucrecia Delia iglesias 


El aprendizaje de la Matemática comprende tanto conceptos o redes 
conceptuales y proposiciones que resultan de procesos de construcción 
de estructuras, como algoritmos y formas de representación (lenguaje 
técnico, gráfico o simbólico), cuya adquisición es una simple derivación a 
partir de estructuras ya constru ídas. 

Es importante diferenciar ambas formas de adquisición —la primera, 
reflexiva; la otra, intuitiva— por ser común el error de tomar el aprendi- 
zaje de algoritmos o formas de representación como criterio para juzgar 
la adquisición de aquellas estructuras que les dieron origen; sin constatar 
si tales estructuras han sido debidamente construidas. 

Aquí abordaremos una situación en que ambos aspectos merecen con- 
sideración y cuidado. Se tratará de introducir el concepto de radicación, 
como operación inversa de la potenciación —y, en tal caso, ligada a la 
togaritmación— y sus formas de representación. Los alumnos deben con- 
tar con un marco asimilador que les permita: 


e Operar con potenciación de base racional y exponente entero; 


e conocer la noción de ecuación (y conjunto solución de una ecua- 
ción) relativa a una operación y un campo numérico. 


Haremos la propuesta recurriendo a una guía de trabajo que el profe- 
sor debe introducir haciendo referencia a problemas concretos; por ejem- 
plo: los que surgen de la aplicación de la propiedad de Pitágoras. 


GUIA DE TRABAJO 


1. Indicar el conjunto solución de cada una de las ecuaciones que 
siguen: 


a) x? = (-32) f) (—2)x = (-32) 

b) x? =0 g) 3x=0 

c) x 7 A 3 7 
h) x4 = i A 

ch) x 625 ) 5 675 

d) x? =81 j) 9x=81 


e) x"% = 0,000001 k) (0,1)* = 0,0001 


¿Qué componente de la potenciación es la incógnita en las ecuacio- 
nes de la primera columna? ....... ¿y en las de la segunda? ........ 


2. Lee y trata de fijar nombres y símbolos: 


i} Al resolver una ecuación en potenciación en que dado el ex- 
ponente, hay que averiguar la base, hablaremos de RADICACION. 


En símbolos: 


xn =a+x =Y (la) ; 
y nombramos: 


a: RADICANDO 
n: INDICE 


ii) Al resolver una ecuación en potenciación en que dada la base, 
hay que averiguar el exponente, hablaremos de LOGARITMACION. 


En símbolos: 
ax" = b *x = loga ((b)) 
y nombraremos: 


a: BASE 
b) ARGUMENTO 


Adoptando los símbolos del recuadro, expresar cada radicación o lo- 
garitmación equivalente a las ecuaciones del punto 1. 

3. Escribir las ecuaciones asociadas a cada expresión simbólica que si- 
gue y resolverlas: ee e 


s/q 
a) log, ((343)) chy UL») 
b) Y ((16)) d) log, ((8)) 


c) logs ((216)) e) Y ((1)) 


4. a) Con el objeto de explorar en qué situaciones la ecuación asocia- 
da a una radicación no tiene solución o ésta no es única, te propongo 
completar el cuadro (reservando la columna final para la parte b) de es- 
te punto). Lo primero que se te pide es proponer ejemplos numéricos 
respetando lo que se indica en cada renglón. Luego, escribir la ecua- 
ción asociada y su conjunto solución. 


Ese ejemplo EN i 
radicando; índice ecuación | conjunto 
en Š ng i 
| racional natural , asociada | solución 
símbolos 


positivo 


negativo 


b) Anota en la última columna qué ecuaciones no tienen solución 
porque plantean una situación incompatible con alguna propiedad nu- 
mérica anterior. 


5. a) Con los enunciados que siguen daremos significado a la expresión 
RAIZ en algunos casos especiales. Trata de localizarlos en el cuadro y 
anota en la última columna el significado que se le asigna en los enun- 
ciados. 


i) Sia es racional positivo 
y n, natural no nulo, 
llamamos RAIZ a un único número 
racional positivo que sea solución 
dex” =a. 


li) Sia es racional negativo 
y n, natural impar, 
llamamos RAIZ a un único número 
racional negativo que sea solución 
de x0 =a. 


iii) Sia =0 y n es natural 
distinto de O, 


llamaremos RAIZ a 0, que es solu- 
ción dex” =0 


b) ¿Qué observas con relación al caso de radicando positivo e ín- 
ACP a dl E 


c) ¿Por qué crees que sólo definimos RAIZ en algunos casos y al 
hacerlo, eliminamos algunas soluciones? .........o.o..o.ooooooo ooo... 


ch) Para expresar una RAIZ en símbolos, respetando los enuncia- 
dos i) ii) y 111) para su definición, usaremos'y/ a. (Si n = 2, no lo escri- 
bimos; o sea, y a =Y/ a) 

Si una raíz tiene Índice 2 se lee raíz cuadrada. Da un ejemplo. 

Si una raíz tiene Índice 3 se lee raíz cúbica. Da un ejemplo. 

Si una raíz tiene índices 4, 5, ... se leen, respectivamente, raíz 
cuarta, quinta, ... o raíz de índice 4, 5, ... Da.un ejemplo. 


d) Completa: 


VOS E A IN 
AAN as E dt da dad 
V -128 = ouaaa. A epide nai 
Y 0001 S maca ña a CN 
6. Calcular 

a) Y2x+Y 5y para x = 18; y = 200 

b) a. (įĮ/ —6)” para a = 0,3 ; b = == 

c) Era parax === ;y=5 

d + b +4 Gg zoi ; = t. dE 

ya a/c paraa = 2 oo 


7. Indica si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas, tachan- 


do lo que no corresponda y justifica. 


a) 6 es raíz cuadrada de 36 NASE E at a Gaa a a 


b) = es raíz cúbica de=}. VAF a A N nD 
c) —3 es raíz cuadrada de 9. Virreina es 
ch) O es raíz cuarta de O. A EA E EE EOE 
d) O es raíz de índice O de 0. WE... ooo... 
e) —2 es raíz cuadrada de —4. V-F.o.ooooooooconomooooom.o.oo. 
f) —1 es raíz cúbica del. VPF 


8. a) Resolver las ecuaciones asociadas a: 


| o DERART 
| o  JooGrrensio 
SO AA A 


TEE aaa eel 


b) para cada situación que permita definir una raíz, anotarla, jun- 
to al conjunto solución hallado. 


9. En los casos en que esté definida la raíz, calcularla y si no lo está, 
tachar la propuesta. 


a) y 25= ch) — 16 = 9 -yi 


17 1 
y METI 9 AAA of 
7 M 5 64 dido dl 
o) y=16= e) YT= As 


JEVN EE jk A= 
10. Antes de dar por concluido tu trabajo, verifica: 
e que puedes vincular POTENCIACION, RADICACION y LOGA- 


RITMACION de modo que dado un ejemplo de una de ellas puedes pre- 
ver el resultado de las otras dos; 


eque puedes explicar con tus propias palabras la diferencia que 
aquí se plantea entre hablar de RADICACION y hablar de RAIZ; 


e que, dadas expresiones numéricas de las formas: 


Y (la) log, ((b)) n/a 


puedes; leerlas correctamente, decidir si tienen o no significado, y en 
caso afirmativo, explicitar dicho significado. 


a 


Angulas en la enseñanza secundaria 


Por Jorge E. Bosch 


SEGUNDA PARTE 
$ 8.— NECESIDAD DE LA RELACION DE CONGRUENCIA 


Para abordar el problema de la división de un ángulo por un número na- 
tural es necesario plantear antes el caso de la multiplicación, y aquí tro- 
pezamos con un nuevo inconveniente: cualquiera que sea el concepto de 
ángulo que tomemos como punto de partida (sectorial u orientado) se 
requiere una noción de congruencia. En efecto, si deseamos respetar la 
clásica fórmula 


n.t=t+t+.. +t (nveces), 


donde t es un ángulo cualquiera y n es un número natural mayor o igual 
que 2, hay que dar una definición del caso más sencillo, a saber, t + t. El 
caso general se establece por inducción (ìo por intuición!). Y para de- 
finir t + t necesitamos decir que, en forma consecutiva con el ángulo t, 
llevamos otro ángulo ”igual” a t. Pero si reservamos la igualdad para re- 
ferirnos a la identidad (como es usual en las presentaciones conjuntistas) 
nos vemos conducidos a decir que, para efectuar la suma t + t, lleva- 
mos a continuación de t, y en forma consecutiva con él, un ángulo con- 
gruente con t. Ahora bien, conviene tener presente que la noción de 
congruencia está íntimamente ligada a otras dos muy usuales: la de dis- 
tancia y la de perpendicularidad. Por ello la geometría de la congruencia 
suele llamarse también geometría métrica o geometría ortogonal. Esta 
geometría se distingue conceptualmente de la geometría afín, en la cual 
tiene vigencia la noción de paralelismo, pero no la tienen las de con- 
gruencia, distancia o perpendicularidad (distinción válida para dimen- 
sión mayor que 1). Esto constituye también una advertencia acerca de 
que no se puede llevar muy lejos el paralelismo entre vectores (como 
pares ordenados de puntos) y ángulos orientados (como pares orde- 
nados de semirrectas): estas teorías tienen muchos aspectos en común, 
pero también presentan diferencias esenciales. Una de ellas reside en que 
todas las operaciones elementales con vectores pueden (y deben) es- 
tablecerse en el marco de la geometría afín, en tanto que las operacio- 


nes análogas con ángulos orientados exigen (a partir de la multiplica- 
ción por número natural) el marco de la geometría de la congruencia. 
Solamente las triviales multiplicaciones por O y por 1 pueden darse 
en el marco de la geometría afín, mediante las definiciones: 


O. (a;b) = (a;a) y 1.(a;b) = (a;b) 


Supongamos dada entonces una noción de perpendicularidad, intro- 
ducida mediante un postulado. (Ver, por ejemplo, Trejo-Bosch: ''Ci- 
clo Medio de Matemática Moderna’, Eudeba, Vol. 1, Cap. VII, 1.6). 
En forma obvia se define la simetría ortogonal (a la que llamaremos 
simplemente simetría) con respecto a una recta (eje). Y ya estamos 
en condiciones de hacer un uso mínimo de la idea de congruencia, 
aún sin emplear esta palabra. En efecto: si se da el ángulo orientado 
t = (a;b), llamemos b, a la semirrecta simétrica de a respecto de b 
(o de la recta correspondiente a b). Entonces, por definición: 


2.t=t+ t= (a;b,) 


Hemos hecho un uso implícito de la congruencia, pues el ángulo (b;b,) 
resulta congruente con el dado (a;b), y consecutivo con él. Pero no ha- 
ce falta decirlo. Teniendo definido ya el caso 2.t, se pasa a n.t por el 
método de ''así sucesivamente” (que esconde, ya lo sabemos, una de- 
finición por inducción). Veamos: para el caso 3.t nos basamos en la cons- 
trucción anterior y llamamos b, a la simétrica de b respecto de b,, y 
ponemos por definición: 


3.t=t+t+t= (a;b3) 


Y así sucesivamente. (Para dar una definición rigurosa por inducción 
convendría cambiar las notaciones y llamar by a la semirrecta que he- 
mos llamado a, y llamar b, a la semirrecta que hemos llamado b. En- 
tonces las b; se definen por inducción así: ya tenemos dadas bọ y b;; 
si aceptamos que para k > 2 tenemos definidas todas las b;¡ para i < k, 
definimos bk+1 como la simétrica de bķ—1 respecto de la recta corres- 
pondiente a bk. Quedan así definidas todas las b;, para i natural, y en- 
tonces se pone por definición: n.(by;b,) = (bọ;bn) para n > 1. E in- 
cluso se podría aceptar esta definición para n > 0.) 

Como se ve, el producto de un ángulo orientado por un número natu- 
ral no ofrece dificultades. El caso de los ángulos sectoriales se trata en 
forma análoga, pero es un poco más complicado. De todos modos, lo 
que debe quedar claro es que —cualquiera que fuere el concepto de án- 
gulo con que se trabaje— es imprescindible disponer de alguna noción 
de congruencia (aunque sea restringida) o de perpendicularidad. 

Hay que hacer notar también que esta multiplicación, si bien es simi- 
lar a la multiplicación de un vector por un número natural, difiere de 
ésta en una cuestión fundamental: en el caso de los ángulos la multi- 
plicación posee un carácter cíclico que está ausente en el caso de los 
vectores. En efecto, para ciertos ángulos orientados t, se verifica que 
existe un número natural h tal que h.t = t; es decir, que estos ángulos 


rr mae aa a 


“se repiten ciclicamente”. Por ejemplo, llamando R a un ángulo recto 
orientado, se tiene: 5.R = R ; 9.R — R ; 13.R = R; etc. Hay ángulos 
que no se repiten cíclicamente, a saber, aquéllos que no son conmen- 
surables con un ángulo recto; pero no abordaremos este tema. Las fi- 
guras de todo este parágrafo quedan a cargo del lector. 


$ 9.— DIVISION POR NUMERO NATURAL 


Todo concepto de división debe poder presentarse, en algún sentido, co- 
mo vinculado a una operación inversa de la multiplicación. Parece enton- 
ces aceptable definir el cociente de un ángulo orientado t por el número 
natural no nulo n, del siguiente modo: 


=.=s si y sólo si n.s —t (1) 
n 
Pero aquí ocurre algo desagradable, o aparentemente desagradable: el 
cociente así definido no es único. Por ejemplo: tomando como tun án- 
gulo orientado recto R, y n = 3, sucede que un ángulo s,, de 30°, res- 
ponde a la fórmula 3.s, = R; y un ángulo s»,, de 150” responde a su vez 
a la fórmula 3.s, = R, ya que 150% x 3 = 450° y 450° — 360° = 90°; 
y un ángulo s4, de 270” (o sea 3.R) es tal que 3.53 = R, pues 270° x 
3 = 810°, y 810° — 2.360? = 810° — 720° = 90°. A poco que se pien- 
se, se verá que la conclusión general es la siguiente: 
La división de un ángulo orientado por 2 tiene 2 soluciones; la divi- 
sión por 3 tiene 3 soluciones; y en general, si n es un número natural 
mayor o igual que 1, la división de un ángulo orientado por n tiene n 
soluciones. 
Esta conclusión está vinculada al carácter cíclico de la multiplicación y 
a la operación de radicación de números complejos, lo cual pone en 
evidencia una relación profunda entre capítulos de la Matemática apa- 
rentemente alejados entre sí. 
La primera lección que extraemos de esto es que la notación 


Ì =s (2) 
n 


es abusiva, porque si s, Y S} son dos cocientes n-ésimos de t, con S; Æ S3, 
las notaciones 


y ==s 
n 2 


Dlie 
Il 
Nn 
2 


nos llevarían a la absurda conclusión de ques, = s}. La introducción de 
notaciones rigurosas para el cociente es perfectamente posible, pero al- 
gunas no son recomendables para la esneñanza secundaria. Una salida se- 
ría, por ejemplo, no usar el signo de igualdad sino el de pertenencia, 


así; 


¿E get i 
n n 


y hay otras posibilidades. Pero insisto en que no conviene introducir 
estos engorros en la enseñanza secundaria. Una solución a la vez elegan- 
te y sencilla proviene de la observación de que el carácter abusivo de (2) 
es consecuencia de la definición (1); con un leve cambio en esta defi- 
nición el abuso se evita; el cambio consiste en reemplazar por palabras 
ia notación simbólica (2): 


Definición de cociente por número natural. Llamaremos cociente del 
ángulo orientado t por el número natural n > 1, a todo ángulo orienta- 
do s tal que n.s = t. 

¿Renunciaremos entonces a la notación (2)? De ninguna manera; para 
conservarla, sin embargo, debemos introducir una nueva definición, la 
de cociente principal. Esto puede parecer a primera vista una compli- 
cación no recomendable para la escuela secundaria. Pero no es así, por- 
que el concepto de cociente principal responde, como se verá, a una idea 
intuitiva muy importante. De paso, advertiremos que para definir cocien- 
te principal nos vemos conducidos a establecer un vínculo entre ángulos 
orientados y sectoriales, lo cual es a su vez interesante y enriquecedor. 
Vimos en $ 5 (Primera Parte) que a cada ángulo orientado correspon- 
den dos ángulos sectoriales, uno cóncavo y otro convexo (salvo en los 
casos de ángulos nulos o llanos, en los que ambos ángulos sectoriales 
son convexos). Precisaremos ahora esta noción. 


Definición de ángulo sectorial asociado. Para todo ángulo orientado 
(a;b), no nulo ni llano, llamaremos ángulo sectorial asociado al ángulo 
sectorial convexo que tiene los mismos lados a y b. Si el ángulo orien- 
tado dado es nulo, el ángulo sectorial asociado es el ángulo sectorial 
nulo que tiene los mismos lados. Y si el ángulo orientado dado es !la- 
no no hay un único sectorial asociado sino dos: los dos semiplanos de- 
terminados por dicho ángulo llano. En todos los casos, salvo en el de 
ángulo llano, el sectorial asociado se designará por (a;b); y con otra no- 
tación, si t es un ángulo orientado no llano, designaremos por ta su sec- 
torial asociado. 


Definición de cociente principal. Si t es un ángulo orientado no llano, 
se llama cociente principal de t por el número natural n + O, al ángulo 
orientado s que cumple las dos condiciones siguientes: (i) El ángulo 
sectorial asociado a s está incluido en el sectorial asociado a t, o sea 
que s C t; (ii) s es un cociente de t por n, o sea que n.s = t. Si el ángu- 
lo t es llano admitiremos que existen dos cocientes principales: si t; (con 
i = 1, 2) es un ángulo sectorial asociado a t, el cociente principal co- 
rrespondiente ati es el ángulo orientado si tal que: (i) s; C ti ; (ii) n.s, = t. 
La Figura 11 ilustra dos casos: t = (bọ;c) con n = 3, y t = (dọ;e) con 
n=4, 


© s 


Figura 11 


Nota: Como en el caso de los ángulos orientados los nulos coinciden con 
los de un giro, cabría introducir una noción que reemplazara convenien- 
temente a la idea intuitiva de cociente principal de un ángulo de un giro, 
de modo tal que al efectuar la multiplicación n.s, las semirrectas sucesivas 
bi, b3, ... „Dn, que introdujimos en $ 8 para la definición de multipli- 
cación, parecieran “dar la vuelta”” alrededor del vértice. Esto se lo- 
gra del siguiente modo: si t es un ángulo orientado nulo (o de un gi- 
ro), llamamos cociente principal no nulo de t por el número natural 
n => 2, aun ángulo orientado s = (bp,b,) tal que, si llamamos b,, ..., 
bn a las semirrectas obtenidas por aplicación de la definición de produc- 
to n.s, se verifica lo siguiente: (*) n.s = t; (**) cada una de las semi- 
rrectas b¡ está incluida exactamente en dos de los ángulos sectoria- 
les {bọ ;b,), (b,;b2), ... , (bp-—1;b,,). La Figura 12 ilustra esta situación: 
el ángulo nulo (o de un giro) dado es t = (bọ;bọ); para el caso n = 3, 
(bo;b,) es cociente principal no nulo (figura de la izquierda); para el 
caso n = 5, se ve en la figura de la derecha que (bp,;b,) es cociente pe- 
ro no cociente principal no nulo: “la vuelta” alrededor del vértice es- 
taría dada por la sucesión bo,b,,b>,b3,ba,b5 (''dos vueltas” comple- 
tas); y se ve que b,, por ejemplo, está incluido en los ángulos sectoria- 
les (bo;b,) y (b,;b,), pero además está incluido en (bx;b4): por esto 
(bo;b,) no cumple la definición de cociente principal no nulo. En cam- 
bio, (bo;b3) es cociente principal no nulo: la vuelta” alrededor del 
vértice estaría dada por la sucesión by,b3,b, ,b4,b2,b5. (Una sola “'vuel- 
ta”). Es importante recalcar que (bp, ;b,) también es cociente principal 
no nulo de (bọ;bọ) en la división por n (para n = 3 a izquierda y para 
n= 5a derecha) 


y sbi / b3 
SN 
\ DS / 
| N my 
Figura 12 ¡ bo =b; Ni há 
h Z á \ 
/ 
/ ge \ 


im, 


Ahora sí, la notación (2) es plenamente válida, pero entendiendo que el 
símbolo del primer miembro representa el cociente principal de t por 
n, con n Æ Q. Pero, atención: la que deja de valer ahora es la equivalen- 
cia (1). Esta debe ser sustituida por las siguientes: 


Si t no es llano y n+0: =s+ens=tAsCt 
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Si tes llano y n +0: (L),=s, ens, =tAS, Et 
n 


y análogamente para el subíndice 2. 

Una presentación rigurosa (no para los alumnos, y menos para los de 
primer año) exigiría establecer un postulado de existencia y unicidad, a 
saber: Dados el ángulo orientado t y el número natural n > 2, se veri- 
fica: 

(a) Si t no es llano, existe y es único el cociente principal de t por n; 
(b) Si t es llano, existen exactamente dos cocientes principales de t por 
n, uno en cada semiplano respecto de t; (c) Si t es nulo existen exac- 
tamente dos cocientes principales no nulos de t por n para n > 3, y exis- 
te un cociente principal no nulo de t por 2. 


$ 10.— SUMA DE LOS ANGULOS INTERIORES DE UN POLIGONO 
CONVEXO Y TEMAS RELACIONADOS 


Ya dije en la Primera Parte que la célebre fórmula de la suma de los án- 
gulos interiores de un polígono convexo, S = 2R.(n — 2), tiene serias di- 
ficultades de interpretación. Sin embargo, se trata de una propiedad im- 
portante y hay que tratar de rescatarla. Para ángulos sectoriales esta 
fórmula posee un interés muy restringido pues sólo da información útil 
para n = 3 y n = 4, Si consideramos ángulos orientados, aquella fórmula 
da más información, pero un tanto confusa. En efecto: sabemos que un 
ángulo orientado no altera si se le suma un múltiplo entero de 4R; en- 
tonces aquella fórmula se puede escribir también así: 


S = 2R.(n — 2) + k.4R = 2R.(n — 2 + 2k). 


O sea que la suma de los ángulos interiores de un hexágono convexo es 
8R, pero también es 12R, 16 R, 4R (para k = —1), etc. Esto no sólo es 
un inconveniente en sí mismo sino que además arroja dudas sobre un 
cálculo muy útil, que es el del ángulo interior de un polígono convexo 
regular. Por ejemplo, para calcular el valor en grados de un ángulo in- 
terior del hexágono regular se aplica la fórmula anterior y se divide 
por 6: 


_ 180%. (6-2) 720° 


= 120° 
6 6 


Sin embargo, de acuerdo con lo que hemos dicho, si a la suma de los án- 
gulos interiores se le suma o se le resta 360°, aquella suma no altera. En- 


tonces el cálculo de t podría hacerse también así: 


_ 720% 360% _ 
6 


y bien sabemos que este resultado es incorrecto. ¿Dónde reside el mis- 
terio? Hay aquí una confusión entre suma de ángulos y suma de sus me- 
didas. En efecto, el problema de la medición de ángulos se resuelve me- 
diante la multiplicación y la división. Se define, por ejemplo, un ángulo 
de un grado como uno que es cociente principal de un ángulo recto por 
el número natural 90, y con esta unidad se aplica a cualquier otro ángulo 
un proceso de medición, que habría que definir cuidadosamente y aquí 
omitimos. Entonces un ángulo recto es igual a 90°, pero la medida en 
grados de un ángulo recto es el número natural 90. Si R designa un án- 
gulo recto, la fórmula R = 90° es correcta, pero al pasar a las medidas 
hay que escribir: 


t 60°, 


med. R = 90, sobreentendiendo que la unidad es un grado. 


Con esto queda clarificada la cuestión: si en vez de tomar la suma de los 
ángulos interiores de un polígono convexo tomamos la suma de sus 
medidas en grados y la llamamos S, se tiene: S = 180.(n — 2). Y ahora 
no hay ningún derecho a sumar o restar 360, porque se trata de una 
igualdad entre números y no entre ángulos. Y si todos los ángulos del 
polígono tienen igual medida (polígono regular), un razonamiento ele- 
mental nos dice que cada uno de ellos tiene por medida en grados el nú- 
mero 


180. (n — 2) 
e 


Por cierto, lo dicho vale para cualquier unidad, y nada obsta a que tome- 
mos como unidad un ángulo recto. En tal caso, la suma de las medidas de 
los ángulos interiores de un polígono convexo es: 2.(n — 2). Obsérvese 
que la letra R desaparece, porque ella simboliza a la unidad, que es un 
ángulo, en tanto que las medidas (respecto de la unidad R) son números. 
Para el ángulo interior de un polígono regular de n lados, la medida re- 
sulta ser la siguiente, expresada en la unidad ángulo recto: 


2.(n — 2) 
E 


Y, ¿cómo se hace para construir un ángulo que tenga esta medida? Se 
toma la unidad, que es un ángulo recto R, se halla su cociente princi- 
pal por n, y al ángulo así hallado se lo multiplica por el número natu- 
ral 2.(n — 2). Quedan pendientes varias cuestiones relacionadas con el 
problema de la medición, pero no entraré aquí en estos detalles. ` 
El teorema clásico se enunciar ía entonces ası: 

Si r es la medida de un ángulo recto, la suma de las medidas de los án- 
gulos interiores de un polígono:convexo de n lados es 2r.(n — 2). 
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Se ve que reaparece la letra ”r”, aunque en minúscula: simboliza a la 
medida de un ángulo recto con respecto a una unidad dada arbitraria- 
mente. Al pasar de los ángulos a sus medidas no sólo se resuelve con cla- 
ridad un problema que presentaba inquietantes oscuridades, sino que se 
pone énfasis en lo que realmente interesa desde el punto de vista prác- 
tico: en todos los problemas vinculados a este asunto, lo que se suma 
verdaderamente son las medidas. 


$8 11.— EL SENTIDO DE GIRO 


El concepto de ángulo sectorial asociado a un ángulo orientado, que 
hemos introducido en $ 9, nos será útil para definir el sentido de giro 
lo, por lo menos, la igualdad y la desigualdad de sentidos de giro). Co- 
mencemos por considerar los ángulos orientados (a;b) y (c;d), no nulos 
y no llanos, y con el vértice V común. Diremos que estos ángulos son 
casi disjuntos (Figura 13) si sus respectivos sectoriales asociados {a;b} y 
(c:d) son consecutivos o bien tienen sólo el vértice en común. 
C, 


b=c 


a b=d 


ti) 


V 
(111) (iv) 


Figura 13 


Entonces consideramos las dos siguientes sucesiones de ángulos secto- 
riales 


60. bd. (1) 
(c;d) , (d;a) , (a;b) (2) 


Si una al menos de estas dos- sucesiones está formada por ángulos secto- ` 
riales consecutivos (es decir, que el primero sea consecutivo con el se- 
gundo y éste con el tercero, según la definición de ángulos sectoriales 
consecutivos dada en $ 3) entonces diremos que los ángulos orientados 
(a; b); y (e; d) tienen el mismo sentido de giro, Si ninguna de las sucesio- 
nes (1) y (2) está formada por ángulos consecutivos, diremos que (a;b) y 


(c;d) tienen sentidos de giro opuestos. En el caso (i) de la Figura 13 la 
sucesión (1) es de ángulos consecutivos; luego, (a;b) y (c;d) tienen el 
mismo sentido. En el caso (ii) ninguna de las sucesiones (1) y (2) es de 
ángulos consecutivos, luego (a;b) y (c;d) tienen sentidos opuestos. En 
el caso (iii) falla la sucesión (2), aunque no la (1), luego el sentido de 
giro es el mismo. Y en el caso (iv) fallan (1) y (2), luego los sentidos 
son opuestos. 

Si (a;b) y (c;d) no son casi disjuntos, hay dos posibilidades: que uno de 
los ángulos sectoriales asociados esté incluido en el otro (Figura 14, 
donde (a;b) C (c;d) ), o que haya cruzamiento, es decir, que la intersec- 
ción de (a;b) con (c;d) sea un ángulo sectorial no nulo, distinto de los 
dados (Figura 15). Se puede demostrar que no hay ningún otro caso. 
En el caso de inclusión (Figura 14), supongamos primero que no hay 
coincidencia de lados a con c o b con d; o sea que (a;c) y (b;d) son 
ambos no nulos. 


Figura 14 Figura 15 


Entonces diremos que (a;b) y (c;d) tienen el mismo sentido de giro si 
los ángulos orientados (a;c) y (byd) están en el primer caso (casi dis- 
juntos) y tienen sentidos opuestos. El caso en que haya coincidencia 
de lados en el sentido de que (a;c) o (b;d) sean nulos, es inmediato y 
queda a cargo del lector. Pasamos al caso de cruzamiento (Figura 15), di- 
remos que (a;b) y (c;d) tienen el mismo sentido de giro si los ángulos 
orientados (a;c) y (b;d) están en el primer caso (casi disjuntos) y tienen 
el mismo sentido. 

Una vez definida la igualdad de sentido de giro para ángulos de vérti- 
ce común, se define para ángulos orientados cualesquiera aplicando una 
traslación: se halla (c';d'), trasladado de (c;d) según la traslación se Ile- 
va el vértice de (c;d) al de (a;b), y se establece que (cja, ¿ne el mismo 
sentido de giro que (a;b) si y sólo si éste tiene el mismo sentido que 
(c';d’). 

Las demostraciones de propiedades a partir de estas definiciones pueden 
resultar a veces engorrosas, pero se limitan a razonamientos de tipo com- 
binatorio bastante simple. 

Para terminar, observemos que la igualdad y la desigualdad de sentidos 
de giro son conceptos afines: no hace falta la perpendicularidad (ni la 
congruencia ni la distancia) para definirlos. 

Debo hacer una observación referente a la terminología. La introducción 


29 


de los sentidos de giro para ángulos orientados permite definir el sentido 
de giro para ángulos sectoriales: en particular, para ángulos cóncavos. Si 
se hace esto, cabría hablar de ángulos sectoriales dirigidos; como alter- 
nativa se puede usar la locución ángulos sectoriales orientados, que es 
mejor; pero entonces convendría llamar ángulos ordenados a los que 
aquí he llamado ángulos orientados (pares ordenados de semirrectas con 
el origen común). La locución ángulo ordenado tiene además la ventaja 
de que recuerda la definición de dicho ángulo como par ordenado. Es 
quizá más conveniente que la usada aquí. 


8 12.— RECOMENDACIONES 


Todo el contenido de este artículo está dirigido a los profesores, sólo 
con el ánimo de aclarar conceptos. La forma y la oportunidad en que es- 
tos conceptos se transmitan a los alumnos quedan libradas al criterio de 
los docentes. Mi opinión personal es que se debe dar al alumno una ver- 
sión intuitiva y simplificada de lo expuesto, sacrificando el rigor mate- 
mático y los detalles minuciosos; pero ello debe hacerse de tal modo que 
se conserve “el espíritu” de la propuesta y evitando, sobre todo, caer en 


confusiones o en contradicciones. 
El enfoque adoptado dista mucho de ser el único posible, y el tema per- 
mite otros desarrollos interesantes que aquí no he abordado; por ejem- 
plo, la vinculación entre sentido de giro (afín) y rotación (métrica); 
relaciones de estos temas con las coordenadas y los determinantes; re- 
lación entre ángulo orientado (u ordenado) y ángulo sectorial orienta- 
do; las demostraciones de los teoremas sobre ángulos exteriores y án- 
gulos interiores (que son muy importantes y no deben omitirse); etc, a 
todo lo cual cabe agregar las conexiones del tema con aspectos importan- 
tes de la matemática superior, como la teoría topológica de curvas, las 
superficies de Riemann y la transformación conforme, entre otros. 
Algunos de aquellos temas serán tratados en próximos números de 
“Elementos de Matemática”. Se invita cordialmente a los lectores a so- 
licitar aclaraciones sobre lo expuesto, a discutir las propuestas y a mo- 
tivar nuevas exposiciones enviando cartas a la redacción de la Revista. 


Los problemas matemáticos en el aula. 


Prof. María Esther S. de Hernández 


Ejercicios y problemas 


Un corredor parte del centro O de una plaza cuadrada ABCD. Debe 
arribar a un poste que ubicará previamente en un punto M del lado 
AB; luego, desplazarse paralelamente a BC hasta un punto N de DC, 
para finalizar su trayecto en B. Se pide: 

1%) determinar geométricamente los puntos M y N para que el cami- 
no OMNB, que debe recorrer, sea de longitud mínima. 

2°) calcular a qué distancia de B deberá ubicarse el punto M para que 
se cumpla la condición señalada en el punto anterior y calcular la lon- 
gitud mínima en función de a = long AB. 


Un señor desea repartir cierta suma de dinero entre tres herederos, 
Juan, Pedro y Diego, proporcionalmente a los números 7, 6, 5. En un 
segundo testamento cambia las disposiciones anteriores y establece 
que el reparto sea proporcional a 6, 5, 4. Uno de los beneficiarios 
recibiría, así A 2.400 más que según la primera disposición. 

¿Cuál de los herederos gana con el cambio? ¿Cuál de ellos pierde? 
¿Cuál es el valor de la herencia y cuánto corresponde a cada uno? 


Dos amigos, que habitan respectivamente en localidades A y B dis- 
tantes entre sí 120 km en línea recta, deciden encontrarse en un 
punto M, a convenir, de la recta AB y entre A y B, viajando cada uno 
en su propio automóvil. El vehículo del habitante en A, consume 
Y de nafta cada 100 km y A da hnanmante en B, 10 Y de nafta cada 
100 km. 

1%) Si la distancia de A a M, expresada en km, es x, establecer en 
función de x, Jas cantidades a y b de nafta gue necesita cada uno de 
los amigos para llegar a M. 

2%) ¿Cómo debe elegirse M para que los dos consumos de nafta sean 
iguales? 

3°} Determinar x para que el consumo total de los dos vehículos sea 
70l 


Sean x, y, z, tres números positivos diferentes y los números a, b, c 
tales que a = z (x? + y?), b = 2xyz, c = z (x? — y?) 
1°) Probar que, independientemente de x, y, z, se verifica que: 


a>b y a>c 
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2°) Calcular b? + c? y comparar el resultado con a. 
39) Utilizando el resultado anterior y suponiendo z = 1,b=8,c= 15, 
calcular x e y. 


Dados dos enteros positivos p y n, se consideran los números 
a=p(n+1) , b=pn (1) 


Demostrar que el máximo común divisor de a y b es igual a su dife- 
rencia a — b. Recíprocamente, demostrar que si dos enteros positi- 
vos a y b son tales que mcd (a,b) = a — b, entonces son de la for- 
ma (1). 


Tres números reales a, b, c, en ese orden, están en progresión arit- 
mética y, en el orden b, c, a, están en progresión geométrica. Cal- 
cular dichos números en cada uno de los casos siguientes: 


lla+b+c=18 ; 2)bca= 125 


Hallar 3 números x, y, z en progresión aritmética, en. ese orden, sa- 
biendo que 


x+y+z=6 A x? +y? +z? =30 
Calcular los números complejos z, tales que z? y e sean conjugados. 
Zz 


Sean A, B, C, tres puntos de una circunferencia de centro O y A! el 
punto diametralmente opuesto a A. Se pide: 

1%) Si H es el ortocentro del triángulo ABC, analizar la naturaleza del 
cuadrilátero BA'CH y deducir del resultado, la propiedad que deben 
cumplir los segmentos A'H y BC. 

2%) Probar que la mediana correspondiente al vértice A en el trián- 
gulo ABC, es también mediana del triángulo AA'h:. Deducir de esto, 
la relación entre los baricentros de ambos triángulos. 

37) Determinar la posición del baricentro G del triángulo ABC, con 
respecto a los puntos O y H. 


Soluciones y respuestas 


Se trata de un problema que puede ser propuesto a alumnos que po- 
sean conocimientos elementales de geometría del plano, como ser: 
paralelogramos, vectores y traslaciones, propiedades de las medianas 
de un triángulo y teorema de Pitágoras. 

Veamos a continuación un esquema de trabajo conjunto del docen- 
te y del alumno formulado en base a posibles preguntas y sugerencias 
del primero y a las respuestas que, eventualmente, pueden esperarse 
del segundo. La finalidad de un desarrollo de este tipo es lograr que 
el alumno: a) entienda el problema; b) imagine un plan para solu- 
cionarlo; c) realice su plan; d) examine y evalúe la solución obteni- 
da. Por supuesto, se trata de un modelo tentativo, en el que las pre- 
guntas y sugerencias pueden y deber ser cambiadas de acuerdo con los 
muy distintos factores que juegan en la labor del aula y, fundamen- 
talmente, con las reacciones y actitudes del alumno, su propia ini- 
ciativa, su intuición y su capacidad de imaginar tal o cual paso a 


PD v > Up 


: Sí pues RC = 2 DC; entonces long RC = 


M B P: Entonces, ¿qué tendría que ocu- 
rrir con los puntos O”, N, B para que 
la longitud anterior sea mínima? 

: Que O', N y B estén alineados. 

Muy bien. Volvamos a la situa- 
ción original: la plaza cuadrada y 
su centro O. ¿Cómo obtendría 
geométricamente el punto N y consi- 
guientemente el M? 
3 Aplico a O la traslación del vector 
N C BC: t gg (O) =0' y luego deter- 


mino la intersección de O'B con CD. 
Así obtengo N y trazando por N la 
paralela a BC obtengo M. 


V 


> 


P: ¿La longitud de MB es igual a la lon- 
gitud de qué otro segmento y por 
qué? _ Ez 

A: long MB = long NC pues MBCN es 
paralelogramo. 

P: Al aplicar a O lat se se ha forma- 


do otro paralelogramo. 

A: El 0O'CB. 

P: Identifique con una letra P el punto 
de intersección de a sus diagonales. 
¿Qué es O'P en el OO'C? 

A: Es una mediana. 

P: Fíjese si no hay dibujada otra media- 
na del mismo triángulo. 

A: Sí, CR, si llamo R al punto en que 
00' corta a DC. 


¿Dónde se cortan esas medianas? 


: Enel punto N; entonces N es el baricentro de of C 


¿Recuerda alguna propiedad relativa al baricentro? 


: Sí: long NC = Ž long RC 


Puede ahora expresar long NC = long MB en función de a. 
de acido 2 8] 


por lo tanto long NC = Z, 
o sea 


long MB = long NC = Ze 


Nos piden la longitud del trayecto determinado. Exprésela en ba- 
se a la construcción geométrica efectuada. 


: long OMNC = long MN + long O'B con long MN =a 


P: Para calcular long O'B,busque algún triángulo rectángulo en el que 
i O'B sea lado. 
A: Prolongando OO” obtengo S € AB y O'SB es un triángulo rectán- 
gulo con hipotenusa O'B. 
P: ¿Puede establecer las longitudes de los catetos? 
1 3 


M A: Sí: long 0'S =a +3a=33 
y long SB = 5 Entonces 
POB y qa +78 ; long O'B =£ y 10 


Por lo tanto: 


long mínima pedida es 


a+>5y/ 10 ó 7 (2+ y 10) 


Sugerencias o pistas para encarar los problemas 5, 6 y 8 


5. Tener en cuenta que, de acuerdo con (1): p es divisor común de a 
y de b. 
Por lo tanto por definición de mcd: pld (''p divide a d””) 
Descomponiendo a = da” y b = d.b’ tratar de llegar a que 
dlp etc., etc. 


6. Considerar que si 3 números x, y, z están en progresión aritméti- 
ca de razón o diferencia r, pueden expresarse: 


y=r,y,y+r, de donde surge una relación entre x +z e y, 


¿cuál es? 
Si están en progresión geométrica de razón q, pueden expresarse 
. Y ENa Ma de donde surge una relación entre x.z e y, 
¿cuál es? 


Usando ambas relaciones y el dato que se da en cada uno de los 
casos 1) y 2), el cálculo algebraico que sigue es elemental. 


? 8. Basta considerar z = pa aplicar la fórmula de De Moivre para cal- 


1 
cular z” y —, en forma polar. 
z 


Recordar además, qué relaciones existen entre los módulos y entre 
los argumentos de dos complejos conjugados. Se obtienen 5 comple- 
jos distintos. 


cias podríamos llamar DIAMETRO a la constante 3,1416 y Pl a la va- 
riable donde se almacenará la medida del diámetro y obtendríamos el 
perímetro al realizar la operación Pi * DIAMETRO. Esta elección de 
identificadores no generará errores en el proceso; a lo sumo confundirá 
aun lector desprevenido. 

La utilización de identificadores para designar variables y constantes 
juega en programación un rol semejante al de la notación simbólica en 
Algebra. 

El compilador o intérprete encargado de traducir el texto de progra- 
ma a código binario se limita a asignar a cada identificador dirección en 
la memoria; pero esto no es suficiente, necesita saber de qué tipo es la 
información allí almacenada, para poder “manipulearla””. 

Por las mismas razones que en Matemática debemos precisar si una 
constante, variable o función es de tipo entero, real, complejo o boolea- 
no para determianar el conjunto de valores al que pertenece la cons- 
tante, que pueden ser asignados a la variable o pueden ser generados por 
la función, en el procesamiento de datos es necesario conocer el **tipo”' 
de cada uno de los datos utilizados. 

Entre los tipos de datos llamados primitivos reconocidos por la mayo- 
ría de los lenguajes de programación mencionaremos a los tipos: entero, 
real, booleano.o lógico, y carácter. 


DATOS 
_ 


LOGICOS CARACTERES 


NUMERICOS 


La información acerca del tipo de una variable o constante no sólo 
permite interpretar correctamente la sucesión binaria que lo represen- 
ta sino también reservar la cantidad necesaria de memoria para su alma- 
cenamiento. Por lo general un carácter es almacenado en 1 byte, un en- 
tero en 2 04 bytes y un real en 4 u 8 bytes. 

En algunos lenguajes de programación como el PASCAL el progra- 
mador debe indicar explícitamente todas las constantes y variables que 
va a utilizar en su programa y el tipo al que corresponden. En otros len- 
guajes no es necesario declarar previamente las variables a utilizar ni su 
tipo; el compilador o intérprete infiere el tipo al que corresponde una 
variable por ciertas características de su identificador. En BASIC, por 
ejemplo, identificadores como A3, MES, zw-42 indican variables reales, 
T%, Bl-4A% variables enteras y NOMBRE, M3 variables de tipo carác- 
ter. 

Durante la ejecución de un programa el valor de una variable puede 
cambiar cuantas veces sean necesario pero debe mantenerse su tipo, así 
el complilador o intérprete puede verificar que todas las operaciones 
efectuadas sobre esa variables son coherentes con la declaración de ti- 


REALES 


po correspondiente. 
TIPO ENTERO 


Comprende un subconjunto finito de números enteros cuyo rango 
varía según el computador, por lo general de —32768 a +32767 inclusi- 
ve. 

Las operaciones disponibles en BASIC para operandos enteros son: 

Operador Operación Expresión 
+ suma X% + Y% 
— resta X% — Y% 
* producto X% * Y% 
\ división entera X% \ Y% 
MOD Resto de división entera X% MOD Y% 


DIVISION ENTERA 


Se indica con una barra inclinada a izquierda. Si los operandos no fue- 
ran enteros, se redondean a enteros antes de efectuarse la división y el 
cociente se trunca a entero. 


Ejemplos 


10 A% = 104 10 X = 8.7 
20 B% = 110 * 10 20 Y =3.1 


30 PRINT Ah, B% 30 PRINT X\Y 


RUN RUN 
2 0 3 


RESTO DE DIVISION ENTERA 


La operación X MOD Y da como resultado el resto de la división 
entera X\Y. Es cero sólo si X es múltiplo de Y, y un entero del mismo 
signo de X si no lo es. 


Ejemplo 


10 PRINT 31 MOD 10 
20 PRINT —31 MOD 10 


RUN 
1—1 
Para el tipo de dato entero y sólo dentro del rango representable las 
operaciones mencionadas son exactas y se verifican las propiedades 
aritméticas que le conciernen. Si el resultado de una operación está fue- 
ra del rango representable (overflow) se cancela el cómputo y dejan de 
cumplirse estas propiedades. 


ap 
e i 


~ 
itae 


Ejemplo 
(e suma entera en la computadora) 
Supongamos que X + Y supera el máximo representable, entonces 


(Xo Y) e Z no estará definida. Pero si (Y + Z) < Máximo — X, enton- 
ces X O (Y e Z} sí estará definido y por lo tanto 
(xeY)ezZz+X0o(Y0oZz) 


TIPO REAL 


Representa un conjunto finito de representantes de intervalos con 
extremos racionales. Si bien para los enteros las operaciones aritmé- 
ticas generan resultados exactos en todas las circunstancias excepto,en 
casos de overflow, en los datos de tipo real, ya sea en el ingreso o en las 
operaciones,se obtendrá en general una aproximación al resultado ver- 
dadero. Esto se debe a que los números reales (que son racionales en 
Matemática) son expresados mediante un par de enteros m y e, llamados 
mantisa y exponente, tal que x = m.B* siendo B la base de la repre- 
sentación en punto flotante. Supongamos que trabajamos con base 
B = 10; el número 37.4 admite entonces entre otras, las siguientes 
representaciones: 

37.4 =374 * 107 =3.74 * 10! = 0.374 + 10? 

Para que la representación de un número real sea siempre la misma se 
toma la llamada representación normalizada o canónica, en la que el pun- 
to decimal se encuentra inmediatamente antes del primer dígito signi- 
ficativo. 

En nuestro ejemplo: 0.374 * 10? la mantisa será entonces 374 y el 
exponente 2. 

Usando sólo representaciones normalizadas el intervalo [0.1,1] tiene 
aproximadamente tantos representantes como el intervalo [100,1000] 
(exactamente el mismo número si B = 10). La llamada “Matemática 
Numérica” o “Cálculo Numérico” se dedica a determinar los efectos 
que esta distribución desigual tiene sobre la exactitud de las operaciones 
y la conservación de sus propiedades. 

En el libro “Introducción a la Programación Sistemática” de Niklaus 
Wirth, se propone confeccionar un programa que calcule la suma de 
los 10000 primeros términos de la sucesión 


(=13n+1 
(an) nen / ân = — n>1 


(a) sumando los términos de izquierda a derecha 
(b) sumando los términos de derecha a izquierda 
(c) sumando separadamente los términos positivos y negativos 
Este ejercicio pone en evidencia la no equivalencia entre las operacio- 
nes matemáticas y las llevadas a cabo por una computadora. 
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> ne > s 


Pr 
Tp Y PRA 


TIPO CARACTER 


Denota un conjunto finito y ordenado de caracteres reconocidos por 
el computador. No existe un único conjunto de caracteres, pero todos 
los existentes reconocen al menos las 26 letras latinas, los 10 dígitos de- 
cimales arábigos y ciertos caracteres especiales como el punto, la coma, 
los paréntesis, los signos +, —, *, /, etc. 

El conjunto de caracteres de mayor aceptación en la actualidad es el 
ASCHII (American Standard Code for Information Interchange) que 
consta de 128 caracteres, cada uno representable por una combiriación 
única de 7 bits (27 = 128). 

En Basic existen dos funciones que permiten relacionar el conjunto de 
caracteres con un subconjunto de naturales: la función ASC que apli- 
cada a un carácter nos indica la posición que dicho carácter ocupa en el 
conjunto ordenado de caracteres ASCII y la función CHR que aplicada 
al número natural i retorna el i-ésimo caracter del conjunto ASCII. 


Ejemplo 
10 PRINT ASC (“A”); CHR (65) 


RUN 
65 A 


TIPO LOGICO O BOOLEANO 


Comprende a los dos posibles valores de verdad: verdadero o falso. 

Para los argumentos de tipo. lógico los operadores standard son la con- 
junción, la disyunción y la negación. 

En BASIC, por ejemplo los operadores lógicos son: 


complemento lógico o negación 
conjunción 

disyunción 

disyunción exclusiva 
implicación 

equivalencia 


Los resultados brindados por cada uno de estos operadores son: 
A 


NOT AND 


ESTRUCTURA DE DATOS 


Una estructura de datos es un conjunto o colección de datos caracteri- 
zada por su organización, la forma de acceder a los elementos que la 
componen y el tipo de sus componentes. 

Las variables enteras, reales, lógicas, etc., son estructuras de datos pri- 
mitivas, llamadas así porque las instrucciones de máquina pueden mani- 
pularlas directamente. 

Una estructura no primitiva es,por ejemplo, el número complejo defi- 
nido como un par de números reales. 

Las variables estructuradas constan de más de un elemento. Si todos 
los elementos o componentes de una variable estructurada son del mis- 
mo tipo, se dice que la variable es homogénea y recibe el nombre de 
variable dimensional, arreglo o matriz. 

La mayoría de los lenguajes de programación tienen al arreglo unidi- 
mensional como estructura de datos incorporada, y la sintaxis de cada 
lenguaje indica la forma de declararlo y la función de acceso a sus ele- 
mentos. 

El número de elementos de un arreglo debe ser indicado al definir- 
lo y no puede ser modificado durante la ejecución del programa. 

En BASIC la sentencia 


D 10 DIM A (20) 


declara que la variable estructurada A es un arreglo unidimensional o 
vector de 20 elementos, cada uno de los cuales es de tipo real y se dice 
entonces que A es un arreglo lineal real de dimensión 20. 

Cada componente de un arreglo es denotable explícitamente median- 
te el nombre de la variable estructurada y un índice que representa 
el lugar ocupado por ese elemento dentro de la secuencia; así por ejem- 
plo A (3) denota el tercer elemento del arreglo A. Del mismo modo se 
puede acceder directamente a cada uno de los componentes, pues al ser 


del mismo tipo ocupan todos igual espacio en memoria, y así la direc- 
ción del 3° elemento de un arreglo lineal es sencillamente la dirección del 
primer elemento más dos veces el tamaño de un elemento. 

Tal facilidad de acceso se pierde cuando los elementos que componen 
una variable estructurada no son del mismo tipo; en tal caso a cada ele- 
mento se le debe asignar su propio identificador, la variable estructura- 
da recibe entonces.el nombre de registro y sus elementos se llaman cam- 
pos. 

Estas estructuras fundamentales (variables dimensionales y registros) 
son estáticas, permanecen invariantes durante la ejecución del programa; 
dado que el tamaño de estas estructuras llamadas dinámicas está sujeto 
a cambios habrá de ser el programa y no el compilador el que se encargue 
de la asignación de espacio para la estructura; lo que sí permanecerá 
invariante y por lo tanto deberá declararse es el tipo de los elementos 
que componen dicha estructura. Ejemplos de estructuras dinámicas son 
las listas, pilas, colas, y árboles. 

Las estructuras de datos tienden a ser más y más complejas y no exis- 
te una teoría general que determine la elección correcta de la estructu- 
ra a utilizar, a pesar de que esta elección determina en gran medida el 
buen funcionamiento del programa. 


BIBLIOGRAFIA 
— Niklaus Wirth: "Algorithms and Data Structures” - Prentice Hall, 1986 
“Introducción a la programación sistemática” - El Ateneo, 1982 


FE DE ERRATAS 


En el artículo anterior se obvió mencionar a la profesora Graciela Sosisky, que co- 
laboró en la redacción del mismo. 


GRAGEA 


1. ¿Existe el denominador de un número racional? No. Por ejemplo: 


, a Deo f , 
el número racional 3 tiene aparentemente denominador 3; pero el mis- 


mo número se puede escribir también con otros denominadores””: 


N 
como en la notación 0,6 (período 6). Lo que tiene denominador es cada 
representación fraccionaria de un número racional. También se puede 
llamar fracción a cada representación fraccionaria (par ordenado de 


enteros), de modo que la fracción E sería distinta de la fracción $, pe- 


ro ambas designarían al mismo número racional. Si se adopta esta ter- 
minología las fracciones tienen numerador y denominador, pero los nú- 
meros racionales no los tienen. 


Bibliografía. 


PUTTING COMPUTER POWER Jerry L Patterson, Janice H. Patterson 
IN SCHOOLS - Prentice Hall, Inc. Englewood, New Jersey 
A STEP BY STEP APPROACH (1983), Reedicion, Abril 1984 


Los autores de este libro, Ph. D en Curriculum y Aprendizaje de las Universidades 
de Ohio y Wisconsin Madison respectivamente, exponen al lector en forma sencilla y 
práctica, los pasos y procedimientos necesarios para introducir el computador en la 
escuela. 

Los estudiantes que se incorporen próximamente al mundo adulto tendrán que ac- 
tuar en un medio altamente dominado por la tecnología de la computación. La 
mayor parte de los trabajos ofrecidos en el mercado en las próximas décadas requeri- 
rán experiencia con computadores. Esta es una de las razones primordiales por las 
cuales debe ser considerada seriamente la introducción de una curricula en computa- 
ción en las escuelas primaria y secundaria, que permita entender cómo trabajan las 
computadoras, conocer su rol en la sociedad, saber cómo se operan y programan y 
usarlas como herramienta para satisfacer las más variadas necesidades. 

Con suma sencillez y simplicidad se dan las pautas para preparar una curricula que 
introduzca a los estudiantes en estos temas de un modo sistemático y ordenado. Se 
indican las áreas en que se hace más fácil y atractivo el aprendizaje usando ''Aprendi- 
zaje Asistido por Computador”, cómo liberar a los profesores de tareas tediosas de ti- 
po administrativo, mediante un sistema de control automatizado de marcha del 
aprendizaje de los estudiantes, y cómo usar el “Sistema de Manejo de la Informa- 
ción“ para la asistencia en el área administrativa de los establecimientos educacio- 
nales. 

El libro constituye una guía para: evaluar las aplicaciones del computador y deter- 
minar cuáles pueden tener mayor prioridad de acuerdo con las características del es- 
tablecimiento, la decisión en la compra del conjunto de computadores, la búsqueda 
del software más adecuado para la enseñanza de las diversas disciplinas y evaluación 
de su calidad y la creación de un plan de acción para implementar las aplicaciones 
del computador en la enseñanza. 

En definitiva, este libro elemental constituye una herramienta útil para los docen- 
tes interesados en hacer el mejor uso posible de los poderosos recursos de la compu- 
tación en las escuelas. 


CEG 
COMPUTERS IN TEACHING MATHEMATICS Peter Kelman, Arr Bardige, 
Jonathan Choate, George Hanify, John Richards, 
Nancy Roberts, Joseph Walters, Mary Kay Tornrose 
Adisson Wesley, 1983 


Este texto, perteneciente a la serie que la editorial Adisson Wesley dedica al uso 


ENES anA 


r. VR: 


de los computadores en educación, tiene como objetivo principal proveer a los profe- 
sores de matemática de ideas concretas y sugerencias para la introducción del compu- 
tador en sus cursos. 

Si bien uno de sus capítulos está orientado a la enseñanza asistida por computado- 
ra “tradicional”, se plantean alternativas originales a partir de la utilización de las téc- 
nicas de resolución de problemas, como así también del manejo de gráficos. 

Es de destacar el capítulo dedicado a la discusión sobre los lenguajes de compu- 
tación. 


COMPUTER ASSISTED INSTRUCTION - Jack A. Chambers, Jerry W. Sprecher. 
ITS USE IN CLASSROOM Prentice Hall, 1983 


El libro está dirigido a los interesados en introducir el computador en el aula en el 
contexto metodológico de la enseñanza asistida por computadora (CAl), tratando de 
hacerlo accesible a lectores sin conocimientos previos de computación. 

En una adecuada introducción se presentan las principales experiencias realizadas 
en distintas partes del mundo; luego el lector es introducido paulatinamente en las 
técnicas del CAI, incluso se dedica un capítulo a exponer criterios para seleccionar 
adecuadamente un microcomputador. Finalmente, el capítulo principal está dirigido 
a los interesados en desarrollar software para enseñanza asistida por computadores 
(courseware design). 


USING COMPUTERS IN THE CLASSROOM William L. Callison 
Prentice Hall, 1985 


El iibro está dirigido a administradores escolares y docentes interesados en iniciar- 
se en el conocimiento de los computadores y su utilización en educación. Los obje- 
tivos que el autor se propone son: 


— Ayudar a los profesores y administradores escolares a conocer las posibilidades 
de uso de los microcomputadores en el aula y en laboratorios. 

— Proveer a los profesores y administradores escolares de conocimientos sobre 
áreas claves, como enseñanza asistida por computadores, selección de software 
y hardware y programas modelos. Se brindan también listas de nombres de re- 
vistas especializadas y catálogos. 


GRAGEA 


4. Pares ordenados. Existen varias definiciones diferentes de ”'par or- 
denado”, o “cupla ordenada”. interesa particularmente una definición 
que sea plenamente conjuntista y que no presuponga la idea de orden ni 
la de función (pues ambas se basan, generalmente, en la noción de par 
ordenado). Una definición que cumple estos requisitos fue propuesta 
por el ilustre matemático polaco K. Kuratowski: Par odenado de pri- 
mera componente a y segunda componente b, es el conjunto [[a], [a,b]]. 
Se anota: (a;b). Obsérvese que el conjunto dado se puede escribir tam- 
bién así: [[b,al , [a]]. Como caso particular, si a = b se tiene: (a;a) = 


= [[a],[a,a]] = [la],[a]] = [[a]]. 


Noticias. 


PRIMER ANUNCIO 


1. El Comité Interamericano de Educación Matemática anuncia que la 
VII CONFERENCIA INTERAMERICANA DE EDUCACION MA- 
TEMATICA (VII CIAEM) será realizada en la Universidad Católica 
Madre y Maestra (UCMM), Santo Domingo, República Dominicana, 
desde el 12 al 16 de julio de 1987. 

En el desarrollo de la VII CIAEM se realizarán conferencias plenarias y 
paneles, y se organizarán grupos de trabajo y discusión donde se 
estudiarán aspectos de la problemática de la enseñanza de la matemá- 
tica en nuestro continente, destacando las dificultades propias de cada 
nivel. Además, habrá exposiciones de posters y se presentarán exhibi- 
ciones de materiales relacionados con la enseñanza de la matemática. 
Los idiomas oficiales de la Conferencia serán: español, inglés y portu- 
gués. Los trabajos deberán presentarse preferiblemente en español e 
inglés. 

2. Santo Domingo 
La ciudad de Santo Domingo es la capital de la República Dominicana; 
tiene una población de más de 1.000.000 de habitantes y está situada 
a orillas del Mar Caribe. En el mes de julio la temperatura en esta 
ciudad oscila alrededor de los 30° C. Santo Domingo tiene una zona 
colonial interesante encontrándose en ella la Catedral Primada de ° 
América y el Alcázar de Diego Colón. 


3. Cómo llegar a Santo Domingo 
Diez líneas aéreas vuelan a Santo Domingo desde Colombia, Costa 
Rica, Curaçao, España, Estados Unidos de América, Guatemala, Haití, 
Italia, Panamá, Puerto Rico y Venezuela. 


4. Inscripción 
El costo de la inscripción varía, dependiendo de la fecha en que ésta se 
realice: 


U$S 50,00 hasta el 30 de abril de 1987 
U$S 55,00 hasta el 30 de junio de 1987 
U$S 60,00 en julio de 1987. 


5. 
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Hospedaje y Alimentación 

El hospedaje de los participantes en la VI! CIAEM se hará en hoteles 
donde el costo aproximado de habitación es de U$S 25,00 diarios. 
Puede calcularse un gasto alrededor de U$S 20,00 diarios para alimen- 
tación. Los costos indicados pueden variar dependiendo de las fluc- 
tuaciones de la moneda dominicana, En el segundo anuncio se indica- 
rán los costos de alojamiento y alimentación de manera más precisa. 


Programación 

Durante la VII CIAEM se realizarán tres conferencias plenarias que es- 
tarán a cargo de especialistas de renombre internacional en el área de 
educación matemática. 

Se efectuarán cuatro paneles que versarán sobre los siguientes temas: 


a. Integración del contexto socio-cultural en la enseñanza de la mate- 
mática. 

b. Cómo desarrollar en los estudiantes habilidades para resolver proble- 
mas, 

c. Usos innovativos de calculadoras y computadoras en la enseñanza 
de la matemática en América Latina. 

d. Cómo mejorar la enseñanza de la geometría en escuelas primarias y 
secundarias. 


Los interesados en recibir mayor información y fichas de inscripción 


pueden solicitarlas a la dirección siguiente: 


Séptima Conferencia Interamericana de Educación Matemática 
(VII CIAEM) - 

Centro de Investigaciones - 

Universidad Católica Madre y Maestra (UCMM) - 

Apdo. Postal 822- 

Santiago de los Caballeros - República Dominicana 


Del 24 al 26 de febrero de 1987, en San Pablo, Brasil, se llevará a cabo 


el segundo seminario latinoamericano sobre alternativas para la enseñan- 
za de la historia de la ciencia y la tecnología, organizado por la Sociedad 
Brasileña de Historia de la Ciencia y la Sociedad Latinoamericana de His- 
toria de las Ciencias y la Tecnología. Para mayores informes escribir a 
la secretaría de la Comisión Organizadora del Seminario a: 


Sociedad Brasileña de Historia de la Ciencia - 
Casilla Postal 8105 
01000 - San Pablo - Brasil. 


